


















































































































































































































































































































































§ 3.1 2 .  ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ СВОБОДНЫХ ПОВЕРХНОСIЕЙ 
ЖИДКОГО ТОПЛИВА В БАКАХ 

Рассмотрим теперь вЬПiужденные колебания свободных поверхностей 
жидкостей , т. е . те колебания , которые вызьmаются поперечными кажущи­
мися ускорениями w0y - gy , w0z - gz и угловыми ускорениями d (A)xfdt, 
d (A)y /dt ,  d u;z fdt, возникающими в процессе полета ракеты. Функции 
1/Jjx , 1/Jjy и 1/Jjz , характеризующие эти колебания , определяются дифферен­
циальным уравнением (39 .1 )  с краевыми условиями (39 .2) , в которых 
Gj (r, t ) - функция , которая может принимать вид {39 .3) - (39 .5) .  
Краевую задачу, образуемую дифференциальным уравнением (39 . 1 ) 
и краевыми условиями {3 .9 .2) , можно решить , разложив функцию Gj (r. t ) 
в ряд по формам собственных колебаний жидкости Fok(r) . Пусть (А)/ 1 ) , 
(А)/2 > ,  . . . - частоты собственных колебаний жидкосfи , находящейся в 
j-м топливном баке, а Fj < 1 > (r), Fj ( 2 ) (r) , .. . - ф�кции , определяющие со­
ответствующие формы собственньiХ колебании (собственные частоты 
будем считать пронумерованными в порядке их возрастания) . В соответ­
ствии со свойством ортогональности форм собственных колебаний , кото­
рое бьmо установлено в § 3 J О , будут иметь место равенства 

(3 . 1 2 . 1 )  

Коэффициенты разложения функции Gj (r. t ) в ряд по формам соб­
ствеJiных колебаний Fi (r) будут зависеть от времени to Таким образом, 
искомое разложение будет иметь вид 

Gi (r, t) = i cp> (t ) F' / > (r ) о (3 . 1 2 .2) 
1 =1 

Для отыскания коэффициентов ряда {3 . 1 2 .2) умножим обе части ра­
венства на Fj<k > (r )r и проинтегрируем по r в пределах от нуля до Ri о 
Согласно (3 . 1 2 .1 )  получим соотношение 

{3 . 1 2 .3) 

В соответствии с равенством {3 . 1 2 03) разложению {3 . 1 2 .2) можно 
придать вид 

� 
k = l  

(3 . 1 2 .4) 

Решение дифференциального уравнения (3 09 . 1 ) с краевыми условия­
ми (3 .9 02) будем искать в виде ряда 
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(3 . 12 .5 ) 

где 8/ 1 >а. r ) ,  е/2 >( �. r ) , . . . - собственные функции краевой задачи,  
образуемой дифференциальным уравнением (3 .9 .8) и краевыми условия­
ми (3 .9 .9) и (3 .9 .1 2) , т. е .  функции , удовлетворяющие дифференциаль­
ным уравнениям 

o 2 e ·<k > oe �k> e .<k> -�1- + - --1- - -1 - = о k = 1 2 or2 r д r r2 ' ' ' • • • 

и краевым условиям 

oe (k) 
-1- = О на /� ; 1 о п 

k = 1 , 2 ,  . . . ' oe (k) 
--1- = Л �k) e (k) при � = О ,  О < r < R1· ;  д t 1 1 

(3 .1 2 .6) 

(3 .1 2 .7) 

в которых л/k ) , k = 1 , 2 , 3 , .. . - собственные значения данной краевой 
задачи. Согласно (3 .1 2 .6) и (3 . 1 2 .7) ряд (3 .1 2 .5) будет удовлетворять 
дифференциальному уравнению (3 .9 . 1 )  и первому из краевых условий 
(3 .9 .2) , второе из краевых условий (3 .1 2 .7) будет выполняться , если 
будет иметь место тождественное равенство 

.. d2 p (k > (k )  о е У > 
1: [ 1 (e�k> ) E  0 + (wox - KxHJ1· ( -- )� =о ] + 
k =1 dt2 1 = о Е 

+ Gj (r, t ) = О прt: О < r < Ri . (3 . 1 2 .8) 

В соответствии с формулами (3 .1 0 .1 4) и (3 .1 2 .7) соотношению 
(3 .1 2 .8) можно придать вид 

.. 1 d2 p (k) 

k"1':1 [ x(k) dt2 + (wox - Kx ) ГJ? > J Fj(k) (r) + Gi (r, t )  = О 
1 

при О <  r < Ri , (3 . 1 2 .9) 

где Fj < 1 > (r) , Fj <2 > (r) , . . . - функции, определяющие формы собственных ко­
лебаний свобо.J,Ной поверхности жидкости , находящейся в j-м баке. Заме­
няя в (3 . 1 2 .9) функцию Gi(r, t ) ее разложением (3 .1 2 .4) , получим ра­
венство 

� ---::-1- + (wox - Kx ) fJ1�
k) + 

{ 1 d2 �� �k) 

k =1 -x}-k> dt2 
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fi Gj (r, t ) F? > (r) rdr 

+ 0 R . 
} Fj<k > (r) = О при О < r < Ri , (3 . 12 . 10) 

f 1 [ F�k) (r) ]2 rdr 
о 1 

которое будет иметь место , если функции 13/k> (t), k = 1 , 2 , . . . будут удов­
летворять дифференциальным уравнениям 

R · k f 1 Gj (r, t) F/ ) (r) rdr 
d2 p (k ) о i + л<k> (w - g ) f3 <k > + л�k > ------- = о , 

-;J;2 j ОХ Х j 1 R . 

k = 1 , 2 , . . . 
J 1 [ F!k ) (r) )2 rdr 
о 1 

Соrласно (3 .1 0 .1 0) уравнениям (3 .1 2 .1 1 )  можно придать вид 

R · 
f 1 G (r, t) F1!

k ) (r) rdr 

(3 .1 2 .1 1 )  

d2 p.<k > 2 о __ 1 _ + u; .<k>  13 �k> + л�k> _________ = о , 
dt2 1 1 1 R . k 

k = 1 , 2 , . . . 

f 1 [ F � ) (r) ) 2 rdr 
о 1 

(3 .1 2 .1 2) 

Основываясь на разложении функции Gj (r. t )  в бесконечный ряд 
(3 .1 2 .4) , мы получили lJliЯ решения диффереiЩиальноrо уравнения 
(3 .9 .1 )  с краевыми условиями (3 .9 .2) бесконечный ряд (3 .1 2 .5) , в ко­
тором f3/ I > (t )� f3/2 ) ( t ) , . . . - функции , определяемые дифференциальны­
ми уравнениями (3.1 2 . 1 2) . Пракmчески заданную функцию Gj(r, t) всеr­
да можно с достаточной точностью представить конечной суммой ряда 
(3. 1 2 .4) . В этом случае решение дифференциальноrо уравнения (3 .9 .1 ) 
с краевыми условиями (3 .9 .2) будет определяться суммой соответствую­
щеrо числа членов ряда (3 .1 2 .5 ) . 

Построим сначала функцию 1/Jjx , определяющую колебания топлива 
в плоскосm крена. В рассматриваемом случае функция Gj(r, t ) опре­
деляется формулой (3 .9 .3) , соrласно которой в данном случае будет иметь 
место равенство 

R · dw R · 
f 1 G· (r, t ) F�k> (r ) rdr = r ·  __ х f 1 F.<k > (r) r2 dr 
о 1 1 1 dt о 1 

и разложение (3 .1 2 .4) будет иметь вид 
R · 
f 1 F.(k )  (r) r2 dr 
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dwx - о 1 
Gj (r, t ) = 

'i -dt 
� ------ Fj<k > (r) . 
k = t R · 

f 1 [ F�k)  (r) ) 2 rdr 
о 1 

(3 . 1 2 . 1 3) 

(3 . 1 2 . 1 4) 



Как видно из рис. 3 .7 ,  для первого тона собственных колебаний сво­
бодной поверхности жидкости , находящейся в цилиндрическом топлив­
ном баке ,  сечение свободной поверхности плоскостью , проходящей через 
ось бака , мало отличается от прямолинейного , иными словами 

F.( 1 > (r) � C. r .  1 1 (3 . 1 2 . 1 5 )  

Согласно (3 .7 .6) и (3 . 1 0 . 1 3) функция fi , определяющая отклонения 
свободной поверхности жидкости от плоскости ai , приближенно может 
быть выражена в этом случае соотношением 

(3 . 1  2 . 1 6) 

В соответствии с равенством (3 . 1 2 . 1 6) первый тон колебаний свобод­
ной поверхности жидкости в цилиндрическом топливном баке характе­
рен тем , что в процессе колебаний свободная поверхность сохраняет кон­
фигурацию , близкую к плоской . Многочисленные расчеты , а также экспе ­
рименты показали , что первый тон собственных колебаний свободной по­
верхности обладает этой особенностью независимо от конфигурации топ­
ливного бака. Пользуясь приближенной зависимостью (3 . 1 2 . 1 5 ) , найдем 

R ·  1 R ·  k f 1 F.<k > (r ) r 2 dr � - f 1 F.< > (r ) F.< 1 > (r) rdr . 
о 1 С · о 1 1 

1 
Согласно (3 .1 2 .1 )  

R ·  f 1 F.(k ) (r ) F.( l > (r) rdr = О при k ;> 2 . 
о 1 1 

(3 .1 2 . 1 7) 

(3 . 1 2 . 1 8) 

В соответствии с равенствами (3 . 1  2 . 1 7) и (3 . 1 2 . 1 8) в разложении , 
входящем в правую часть соотношения (3 . 1 2  .1 4) '· практически можно 
ограничиться первым членом. В этом случае согласно ( 3 .1 2 .5) , (3 . 1 2 . 1 2) 
и (3 . 1 2 .1 3) искомая ф ункция будет выражаться произведением 

1/JI·X = � � l ) ( f )  е � 1 ) ( � , Г ) , ( 3 . J 2  . J 9) 
1 1 

где �i < 1 > ( t )  - ф ункция , определяемая дифференциальным уравнением 

R ·  f 1 p .< 1 > (r ) r2 dr 
о 1 

О .  
dt 

(3 . 1 2 .20) 
Перейдем те перь к построению функции !/; j \' , определяющей колеба­

ния топлива в плоскости тангажа . В данном сл учае ф ункция Gi (r .  t) опрс-
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деляет�н формулой (3 .9 .4) . Согласно (3 .9 .4) в рассматриваемом случае 
будет имt: IЬ место равенство 

J
Ri ( ) (k ) ) - dw R . 
о Gi r, t  F

1
. (r rdr - (woy· - gy. + X · -z- ) f 1 F.<k > (r) r 2 dr -1 dt о 1 

dw R · k - __ z_ f 1 F� > (r ) K  · r 2 dr , dt о 1 1 (3 . 1 2 .2 1 )  

а разложение ( 3  . 1 2  .4) примет вид 

(3 . 1 2 .22) 

Как бьmо показано выше , в первом из рядов , входящих в правую 
часть соотношения (3 .1 2 .22) , практически можно ограничиться первым 
tUieнoм этого ряда. 

Во втором слагаемом правой части (3 .1 2 .22) также можно ограни­
читься первым tUieнoм разложения [ 2 ] . В этом случае согласно (3 . 1 2 .5 ) , 
(3 .1 2 .1 2) и (3 .1 2 .2 1 )  искомая функция 1/Jjy будет выражаться произве­
дением 

(3 . 1 2 .23) 

где f3/ 1 > (t )  - функция , определяемая дифференциальным уравнением 

d2 (1 .( 1 ) 1 + (A) .( l )2 /3 ·( 1 ) + л .( l )  [w - gy + --;;(2- 1 1 1 оу 

(3 . 1 2 .24) 

(3 . 1 2 .25) 

174 



Введя различные обозначения для временных функций , фиrурирую­щих в формулах для Фjх и 1/1 i , и опустив верхние индексы в сооrnошени­
ях (3 .1 2 .1 9) , (3.1 2 .20) , (3 .1'2 .23) , (3 .1 2 .24) , придадим для удобства последующих выкладок формулам , определяющим функции ф jx и 
Фiу , вид 

Фiу = �i (t ) ei a. r); Фiх = ai (t ) 8i (�, r) ,  (3 .1 2 .26) 

rде �j(t) и aj (t) - функции , определяемые дифференциальными уравне­
ниями 

d2 pj 
� + (A)J�i + "Лi [woy - Ку + 

R . 
f 1 Fj r2dr dwz о 

+ ( х j - /j i)  -----;;;-- ) -R-----

1 1 F�rdr 
о 1 

d2 01j 
2 dwx + (А) а + "Л · r · -----;J;2 
j j 1 1 dt 

= О ; 

R ·  
f 1 F� rdr 
о 1 

l) i - величина , определяемая сооrnошением 

R . 
f 1 F· K · r2 dr о 1 1 

R · 
f 1 F · r2 dr о 1 

(3 . 1 2 .27) 

О · ' 

(3 . 1 2 .28) 

Пользуясь в дальнейшем формулами (3 . 1 2 .26) , (3 . 1 2 .27) и (3 . 1 2 .28) , 
будем иметь в виду ' что в этих формулах "Лj и ei - первое собственное 
значение и первая собственная функция краевой задачи , образуемой диф­
ференциальным уравнением (3 .9 .8) и краевыми условиями (3 .9 .9) и 
(3 .9 . 1 2) , и соответственно (А) i и Fj - первая частота и первая форма соб­
ственных колебаний свободной поверхности жидкости в j -м баке . 

Пока j -й топливный бак не опорожнится , величина l) i , определяемая 
формулой (3 .1 2 .28) , остается неизменной , в процессе опорожнения j -го 
бака возникает зависимость величины l) i от в реме ни t .  

§ 3 .1 3 . УЧЕТ РАССЕЯНИЯ ЭНЕРГИИ В УРАВНЕНИИ КОЛЕБАНИЙ 
СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТИ ЖИДКОСТИ 

Исследуя в § 3 . 1  О собственные колебания свободной поверхности 
жидкости , мы получили для функции времени f3; ( t )  дифференциальное 
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уравнение (3 .1 09} . Если осевая перегрузка сохраняет постоянное значе­
ние и уровень жидкости в тоiDiивном баке не меняется , частота собствен­
ных колебаний wj согласно (3 . 10 . 10} остается постоянной и общее реше­
ние дифференциального уравнения (3 .1 0 .9} в этом случае может быть 
представлено в виде 

(3 . 13 . 1 }  

где С и 'Р - произвольные постоянные . 
Согласно (3 .1 3 .1 }  в рассматриваемом случае свободная поверхность 

жидкости будет совершать гармонические колебания , что соответствует 
исходному предположению об идеальности жидкости , на основе которого 
проводились выше все рассуждения . В реальных условиях из-за внутрен­
него трения и трения жИдкости о смачиваемую поверхность бака , соб­
ственные колебания свободной поверхности жидкости всегда будут за­
тухающими. Многочисленные экспериментальные исследования покаэы­
вают, что рассеяние энергии колебаний можно учесть , заменяя дифферен­
циальное уравнение (3 . 1 0.9} следующим : 

d2 (J · d fЗj 
__ 1

_ + € · -- + (А)/� (31. = о , dt2 1 dt 
(3 . 1 3 .2} 

где ei - положительный коэффициент , определяющий интенсивность зату­
хания собственных колебаний свободной поверхности жидкости. 

Расчет коэффициента демпфирования е i является весьма сложной 
задачей и ,  как правило , для его нахождения используют эксперименталь­
ные методы. Вопрос об экспериментальном определении коэффициента 
демпфирования подробно рассмотрен в книге [ 1 6  ] . 

Коэффициент демпфирования зависит от аМIDiитуды колебаний сво­
бодной поверхности жидкости , по мере возрастания аМIDiитуды колеба­
ний коэффициент демпфирования увеличивается . Для стабилизации ко­
лебаний свободных поверхностей жидкостей это обстоятельство играет 
важную роль . Для бака с гладкими стенками зависимость коэффициента 
демпфирования от амiDiитуды колебаний проявляется слабо , однако при 
наличии специальных демпфирующих внутрибаковых устройств эта зави­
симость становится весьма существенной . 

В процессе э�спериментального определения коэффициента демпфи­
рования попутно устанавливают экспериментальное значение частоты 
собственных колебаний жидкости. 

§ 3 .14 . КОЛЕБАНИЯ ЦЕIПРА МАСС РАКЕТЫ. УРАВНЕНИЕ СИЛ 

Рассмотрим , как влияет подвижность жидкостей в тоiDiивных баках 
на движение , совершаемое корпусом ракеты.  

По предположению начало подвижной системы координат совпадает 
с центром масс ракеты С, если жидкости , находящиеся в тоiDIИВных баках, 
имеют IDiocкиe свободные поверхности , нормальные к оси ракеты. Рас-
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смотренные выше малые колебания свободных nоверхностей жидкостей 
вызывают малые колебания центра масс ракеты относительно начала свя­
занной системы координат OXYZ и влияют , таким образом, на движе­
ние , совершаемое этой системой координат.  

Положение центра масс ракеты в связанной системе координат будет 
оnределяться векторной формулой 

1 N 
rc  = - ( f  r p dv + .� Pj f* rdv ) ,  (3 . 1 4 . 1 )  

т V0 J = I vi 

где rc - радиус.вектор центра масс; т - общая масса ракеты;  V0 - об­
ласть , занимаемая твердыми злементами конструкции; N - число тоnлив­
ных баков ; fj*- область , занимаемая жидкостью в 1 -м баке ; r - радиус­
вектор злемента объема dv ; р - nлотность твердых злементов конструк ­
ции ; р 1 , р2 , • • •  , PN - nлотности жидкостей , находящихся в тоnливных 
баках. 

Область fj* ограничивается смачиваемой nоверхностью бака Si и сво­
бодной nоверхностью жидкости aj . Если F(x, у, z ) - какая-либо функ­
ция nространствеиных nеременных х, у , z , то , как видно из рис. 3 . 1 , nри 
малых отклонениях свободной nоверхности аj от nлоскости ai можно nо­
ложить 

f Fdv = f Fdv + f Ffj d a ,  
VJ Vj aj 

(3 . 1 4.2) 

где fj - область , ограниченная nоверхностями Si и а1 . 1  
В соответствии с равенством (3 . 1 4.2) формулу (3 . 1 4 . 1 ) можно nреоб-

разовать к виду 
1 N N 

rc = - ( f  r p d v  + . �  Pj f r dv  + . � Pj f r fj d a) .  
т V0 J = l Vj J = l aj 

(3 . 1 4 .3) 

При отсутствии отклонений fi свободных nоверхностей aj от nлос­
костей ai центр масс ракеты должен совnадать с началом связанной сис­
темы координат OXYZ. Таким образом , согласно (3 . 1 4 .3) должно иметь 
место равенство 

N 
f r pd v + � Pj f r dv  = О . 
Vo i = l vi 

(3 . 1 4.4) 

Пользуясь зависимостью (3 . 1 4 .4) , можно иреобразовать формулу ( 3 . 1 4.3) 
к виду l N 

rc = - . � Pj f r fj d a . 
т J = l aj 

(3 . 1 4.5) 

Формула (3 . 1 4 .5 )  оnределяет колебания центра масс ракеты , вызыва­
емые колебаниями свободных nоверхностей жидкостей в тоnливных 
баках . 

1 .Фо рмул а  ( 3  . 1 4 1 )  точн а  л и шь дл я  топливного бака цил индр�ческой фо рмы . 
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Как уже указывалось в rл . 1 , уравнения движения ракеты можно 
составить как уравнения движения материальной <;истемы постоянноrо 
состава ,  присоединив к внеiШiим силам , действующим на ракету , реак ­
тивные силы . В соответствии с теоремой о движении центра масс матери­
альной системы должно иметь место равенство 

m wc = F + m g , (3 . 1 4.6) 

rде w с - абсолютное ускорение центра масс ракеты , найденное без учета 
переменкости ее состава ; F - rлавный вектор аэродинамических и реак ­
тивных сил . действующих на ракету; g - ускорение свободноrо паде­
ния. 1 

Представляя абсолютное ускорение w с в виде суммы переt�осноrо , 
оnюсительноrо и кориолисова ускорений , найдем 

diN 6 2 rc б rс wc = wo + - Х rc + ы Х (ы  Х rc)  + + 2 ы Х dt dТ dt 
(3 . 1 4.7) 

Допуская поrре1Ш1ости высших порядков малости , равенство (3 . 14 .7) 
можно заменить приближенным равенством 

6 2 rc wc = w0 + -2- , (3 . 14 .8) 
dt 

так как вращение ракеты предполаrается нами медленным и колебания , 
совершаемые центром масс ракеты , должны быть малыми в соответствии 
с предполаrаемой нами малостью колебаний свободных поверхностей 
жидкостей. 

Соrласно (3 . 14 .5) ускорение 52 rcfdt 2 , найденное без учета перемен­
иости состава ракеты , будет определяться соотношением 

6 2 rc 1 N а 2 [. -2- = -- .� Р; J r --1 d a . 
dt т J =l о; д t2 (3 .1 4.9) 

В соответствии с формулами (3 .1 4.8) и (3 .14 .9) уравнению (3 .1 4.6) 
можно придать вид 

N д 2f: m (w0 - g) + .� р1· f r -1 da  F . (3 . 1 4 .10) 
� t.2 J = 1 о; u 

Уравнение (3 . 14 .1 0) представляет собой уравнение сил , построенное 
с учетом подвижности топлива в баках ракеты. 

1 В гл. 1 для главного вектора и главного момента сил , действующих на раке­
ту ,  примеЮIЛись о бозначения � F и � М. Знаком � подчеркивалось присоедИнение 
к внепnmм силам реактивных и кориолпсовых сил . В дальнейшем для сокращения 
записей знак � будем опускать. 
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§ 3 .1 5 . МОМЕНТ КОЛИЧЕСfВА ДВИЖЕНИЯ РАКЕТЫ 

Переходя к построению уравнения моментов , вьшедем сначала фор­
мулу для момента количества движения ракеты относительно ее центра 
масс , учитывая при выводе подвижность жидких компонентов топлива .  

С учетом подвижности жидкостей , находяш;ихся в топливных баках 
ракеты , искомый момент количества движения Lc находят из соотно­
шения 

N 
Lc = f (r - rc) X (v0 + w X r) pdv + . �  Pj f.(r - rc) Х vj dv , 

Vo J =1 vi (3 .1 5 .1 )  
rде vj - век тор скоростей,  с котор�1ми движутся в стартовой системе 
координат частицы жидкости , находящейся в j -м баке. Подставляя vi 
из (3 .3 .5 )  в (3 .1 5 .1 ) , получим равенство 

Lc = ?о (r - rc) Х (v0 + w Х r) pdv  + 

N 
+ .� Pj f.( r  - rc) Х (v0 + grad Фi) dv, 

1 = 1 vi 
или 

N 
Lc = [ f  (r - rc) pdv  + .� Pj f. (r - rc) dv ] Х v0 + 

v0 1 = 1  vi 

N 
+ f (r - rc) ( c..> Х r ) pdv  + . � Pj f. ( r  - rc ) Х grad Фj dv. (3 .1 5 .2) 

V0 ! =1 vi 

Пользуясь формулой (3 .1 4 .1 )  и равенством 

N 
т = f p dv + � Pj f d v ,  

V0 j = l  Vj 

определяющим общую массу ракеты т ,  найдем 

N 
f (r - rc) p dv + � Pj J (r - rc ) dv = f r pdv  + 
V0 i = t V1'�' Vo 

N N 
+ . �  Pj f/dv - ( f  p dv + . � Pj f.dv) rc = О . 

J = l vi V0 1 = 1  vi 

Согласно (3 . 1 5  4) формуле (3 . 1 5 .2) можно п ридать вид 

Lc = f (r - rc) Х ( c.u Х r )  p dv + 
Vo 

N 
+ � Pj f ( r  - rc) Х grad Фi dv . 

i = l  Vj 

(3 .1 5 .3) 

(3 . 1 5 .4) 

(3 . 1 5  .5 ) 
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Учитывая малость векторов r с , с:.> и grad Ф i и близость областей Vj*и 
Jj , можно с погреunюстями высumх порядков малости заменить форму­
лу (3.1 5 5) приближенной 

N Lc = f r Х ('-' Х r) pdv + .� Pj f r Х grad Фi dv . 
v0 J = t vi 

(3 . 1 5 .6) 

Преобразуя объемный интеграл в поверхностный посредством фор­
мул Гаусса - Остроградского , найдем 

д Ф · д Ф · 
f r Х grad Фi dv  = f [ (У --1 - z -1- ) ех + 
� � д z � 

д Ф · д Ф · д Ф · д Ф · 
+ (z -1 - х --1 ) е + (х --1 - у --1 ) ez ] dv = 

i}X дz у ду дХ  

+ (xez - z ex ) cos (n, y )  + (у ех - x ey ) cos (n, z ) ] d a = 

= f '�'i { [y cos (n, z ) - z cos (n, y ) ] ex + [z cos (n, x ) ­
Sj + aj 

- x cos (n, z )] ey + [x cos (n, y ) - y cos (n, x ) ] ez} da  = 

= f Фi r Х nda ,  
Sj+ aj 

или согласно (3 .4 .3) 

(3 . 1 5 .7) 

Функции Ф i и _'Pj являются решениями уравнений (3 .3 .3) и (3 .4 .2) , 
и , таким образом , в соответствии с формулой Грина должно иметь место 
равенство 

д!рj i}ф i f Фi -- d а = f IPj -- d а . 
Sj+ aj д n Sj+ aj д n 

(3 .1 5 .8) 

Согласно (3 .3 .7) и (3 .1 5 .8) можно придать формуле (3 .1 5 .7) вид 
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или, если воспользоваться зависимостью (3 .4 .3) , 

дор · д/; f r Х grad Фj dv  = f 'Pj w -1 da  + JIPj -1- da .  (3 . 1 5 .9) 
vi Si+ ai дn ai д t 

Подставляя (3 .1 5 9) в (3 .1 5 .6) , получим формулу для момента коли­
чества движения Lc 

или 
где 

N д.р · 
Lc = J r X (w X r) pdv + .� Pj f 'Pj <N -1- da + 

V0 } =1 Sj + aj дп 
N д /,· + .� Pj JIPj -1- da ,  

1 =1 ai дt 

( О )  N дfj 
Lc = Lc + .� Pj J IPj -- da ,  

] = 1  аг дt 
N д.р· L�) = f r Х (<N X · r) pdv + � Pj f IPj W  -1- da . 

V0 j =1  Sj + ai дп 

(3 . 1 5 . 10) 

(3 . 1 5 . 1 1 )  

В формуле (3 .1 5 .1 0) вектор L� ) - это момент количества движения 
ракеты относительно ее центра масс в случае , когда в процессе движения 
свободные поверхности жидкостей не совершают колебаний и остаются 
плоскими и нормальными к оси ракеты .  Второе слагаемое в правой части 
формулы (3 .1 5 .1 О) определяет дополнительный момент количества дви­
жения , порождаемый колебаниями свободных поверхностей жидкостей , 
находящихся в топливных баках . 

§ 3 . 1 6 .  УЧЕТ ПОДВИЖНОСfИ ЖИДКИХ КQМПОНЕНТОВ ТОПЛИВА 
ПРИ РАСЧЕТЕ МОМЕНТОВ ИНЕРЦИИ РАКЕТЫ 

Рассмотрим детальнее момент количества движения L�) ,  определяе ­
мый формулой (3 . 1 5 . 1 1 ) . Спроектировав векторы , входящие в формулу 
(3 .1 5 . 1 1 )  на оси связанной системы координат OXYZ, получим 

L (О ) = f [у ( w у Сх Vo х 
N д 'Рjх + .� Pj f '{Jjx ( wx 

1 = 1 Si + ai д n  
д '{!j �· д 'Pjz + w --· - + w2 --- ) d a ;  

У д n  д п 

Lc�� > = f [ z ( wy z - w2 y ) - x ( wx y - w v x ) ] pd v + 
Vo 

+ w v 
д '{! · 

+ W 2  _!!,_ ) d a ;  
д п 

(3 . 1 6 . 1 ) 
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Формулам (3 .1 6 . 1 ) можно придать вид 

L�� ) = lxx "'х + lxy "'у + lxz "'z ; 

L�� ) = lyx "'х + lyy C.Vy + lyz C.Vz ; 

Lf:,�> = lzx "'х + lzy "'У + lzz "'z ' 

где N о ер ·  
lxx = f (у 2 + z 2 ) pdv + � Pj f r.pjx ___Е_ da ;  

V0 i =1 Si + aj о п 

N о ер · 
lxy = - f xypdv + . �  Pj f r.pjx __f_L da ; 

Vo 1 =l Si+ ai о п  

lyy 

lyz 

lzx 

lzy 

N o epjz - f  xz pdv  + � Pj f r.pix -- da ; 
V0 j =l Sj+ aj о п 

N oepjx - f xypdv + .� Pj f r.pjy -- da ; 
V0 1 =l Sj.+ aj о п  

+ z2 ) p dv + 
N д ер ·  

= lo (х2 � Р ·  f ..Р· _]_!_ da ;  
i=1 1 Sj + aj JY о п  

N oepjz 
= - f  yzp dv + .� Pj f r.pjy -- da;  

Vo 1 =1 Sj+ aj ап 

N o epjx - f xzp dv + .� Pj f r.pjz -- da ; 
Vo 1 =1 Sj+ aj о п 

N дер · 
= - f  yzpdv  + .� Pj f r.pjz _л_dа; 

Vo 1 =l Si+ ai о п 

N д ер ·  
lzz = f (х2 + у2 ) p d v  + � Pj f r.pjz __}_!_ da .  

V0 i =l  Sj+ aj о п 

(3 .1 6.2) 

(3 . 1 6.3) 

Согласно (3 .4.2) функции r.pjx , r.pjy и r.pjz являются решениями урав­
нения Ламаса , и ,  таким образом , в соответствии с формулой Грина долж­
ны иметь место равенства 
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"д'Рjу 7Jopjz f 'Pjz -- do  = J 'Pjy --do .  
Sj+ ai а п  Sj+ ai a n 

Из формул (3 .1 6 .3) и (3 .1 6 .4) вытекают сооnюшения 

(3.1 6 .4) 

lyx = lxy ; lzx = lxz ; lzy = lyz · (3 . 1 6 .5 )  

В соответствии с равенствами (3 .1 6 .2) и (3 .1 6 .5) момент количества 
движения L�> равен моменту количества движения твердоrо тела , у кото­
роrо моментъ1 инерции lxx , lyy . lzz относительно осей Х, У, Z и центро­
бежные моменты инерции lxy , lxz . lyz имеют значения , определяемые 
формулами (3 .1 6 .3) . 

Пользуясь соотношениями (3 . 1 6 .2) и (3 .1 6 .5) , можно придать равенс­
тву (3 .1 5 .1 0) вид 

Lc = (lxx Wx + lxy Wy + lxz Wz ) ex + (lxy Wx + lyy Wy + 
+ lyz Wz ) ey + (lxz Wx + lyz Wy + lzz Wz ) ez + 

N 7J f: 
+ � Р· J tp· -1- d o . 

i =t 1 aj 7 il t 
(3.1 6.6) 

Соrласно (3 .1 6 .6) при отсутствии колебаний свободных поверхнос­
тей жидкостей , т .  е .  при fi = O , j  = 1 , 2 , . . . , N, момент количества движения 
ракеты относительно ее центра масс можно определить как момент коли­
чества движения твердоrо тела , вычислив моменты инерции ракеты lxx , 
.J_yy . lzz относительно осей связанной системы координат OXYZ и центро­
бежные моменты инерции lxy , lxz , lyz по формулам (3 . 1 6 .3) . 

§ 3 .1 7 .  УРАВНЕНИЕ МОМЕIПОВ. ТЕОРЕМА ЖУКОВСКОГО 

В § 3 .1 4  бьто получено уравнение сил (3 . 14 .1 0) .  Перейдем теперь 
к вьmоду уравнения моментов . В соответствии с теоремой об изменении 
момента количества движения в любой момент времени должно иметь 
место равенство 

dLc 
dt М с . (3 . 17 . 1 ) 

rде dLcfdt - производпая по времени от момента количества движе­
ния Lc , вычисленная без учета перемениости состава ракеты ; М с - rлав-
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ный момент аэродинамических и реактивных сил , действующих на раке­
ту (главный момент сил тяжести относительно центра масс ракеты всег ­
да будет равен нулю) . 

Уравнению (3 .1 7  .1 ) можно придать вид 

Б Lс -- + ы х Lc = М с . 
dt 

(3 . 1 7 .2) 

Согласно (3 .1 6 .6) векторное произведение ы Х Lc является вели­
чиной второго порядка малости в соответствии с предполагаемой нами 
малостью колебаний свободных поверхностей жидкостей и малостью 
угловой скорости cu. Таким образом, пренебрегая величинами второго 
порядка малости , можно заменить уравнение (3 .1 7 .2) приближенным 
уравнением 

Б Lс -- = М с . dt 
(3 .1 7 .3) 

Вычисляя по формуле (3 .1 6.6) локальную производную по времени 
li L cfdt без учета перемениости состава ракеты , получим соотношение 

Б Lс (lxx dt 

(Jxy 
dw x 

+ 
dt 

d wy + lyz --
dt 

dwx + lxy 
dw y + lxz 

dw z -- ) е  + 
dt 

lyy 
dwy + + 

dt 

+ lzz 
dw z -- ) е  
dt z 

dt dt х 

lyz 
d w z -- ) еу + (lxz dt 

N + -� Pj JJ tpi 
j = l Uj 

0
2 J:· 

__ 2_1 _ d a . 
'д t  

dw x + 
dt 

(3 . 1 7 .4) 

Обозначим далее через М главный момент аэродинамических  и реак ­
тивных сил относительно начала связанной системы координат Х, У, Z .  
Моменты М и М с будут связаны между собой зависимостью 

Мс = М - rc Х F, (3 . 1 7 .5 )  

где r с - радиус-в ектор центра масс ракеты ;  F - главный вектор аэро­
динамических и реактивных сил , действующих на ракету . 

Согласно (3 . 1 4 .6) и (3 . 1 4 .8) формулу (3 . 1 7 .5 )  можно преобраз('вать 

(3 . 1 7 .6) 
Предполагаемая нами малость колебаний свободных поверхностей 

жидкостей влечет за собой малость колебаний .  совершаемых центром 
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масс ракеты в связанной системе координат OXYZ. Таким образом , пре­
небрегая величинами второго порядка малости ,  можно заменить равенст­
во (3 .1 7 .6) приближенным равенством 

Мс = М - m rc Х (w0 - g)  , 

или согласно (3 .1 4 .5 )  
N 

Мс = М - .� Pj J r fj d a Х (w0 - g) . 
1 = 1  Oj 

Подставляя (3 .1 7 .4) и (3 .1 7 .7) в (3 .1 7 .3) , получим уравнение 

+ 

(3 . 1 7 .7) 

+ 
dwy + lyz 

dwz N 0 2[; 
+ lzz -- ) е + � P · Jf i(J· · -1- d a + 

dt z . 1 1 " t2 

N 

1 = 1  Oj u 

+ .� Pj ff r fj d a Х (w0 - g) = М . 
1 =1 Oj 

dt 

(3 .1 7 .8) 

При отсутствии колебаний свободных поверхностей жидкостей , т. е . 
при [j = О , j = 1 ,  2 ,  . . . , N, уравнение сил (3 . 1 4. 1 0) и уравнение моментов 
(3 .1 7 .8) переходят в уравнения движения твердого тела , из которых мы 
исходили в гл . 1 и 2 ,  с той лишь разницей , что при учете относительных 
движений , совершаемых жидкостями в топливных баках , моменты инер­
ции ракеты должны рассчитываться не по формулам динамики твердого 
тела , а по формулам (3 .1 6 .3) . 

Впервые задачу о движении твердого тела с полостями , полностью 
заполненными идеальной жидкостью , рассмотрел Н.Е. Жуковский . Он по­
казал , что такая материальная система движется под действием заданной 
системы сил как эквивалентное твердое тело той же массы , обладающее 
моментами инерции , определяемыми формулами (3 . 1 6 .3) (в этом случае 
поверхности а; , j = 1 ,  2 ,  . . . , N, входящие в формулы (3 .1 6 .3) , отсутст­
вуют) . Таким образом, при отсутствии колебаний свободных поверх­
ностей жидкостей уравнения сил и моментов (3 . 14 .1 0) и (3 .1 7 .8) непос­
редственно вытекают из вьmодов , предложенных Н.Е. Жуковским. Фор­
мулы (3.1 6 .3) мы будем называть в дальнейщем формулами Жуковского . 

§ 3 .1 8 .  ВЫЧИСЛЕНИЕ М ОМЕШОВ ИНЕРЦИИ РАКЕТЫ 

Согласно (3 .1 6 .3) с учетом подвижности жидких компонентов топли­
ва моменты инерции ракеты определяются соотнощениями 
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Jxx 

Jzz 

Jxz 

= J (O) + хх � JU) · • ХХ ' 1 =1 

= J(O) N С 
+ � J J) .  zz i =1 zz ' 

= J(O)  + xz � JU> • 
. xz ' 
1 =1 

lyy = J(O) + у у � J <i ) · 
i =1 уу ' 

Jxy = J(O) + ху � JU> · 
i =1 ху ' (3 .1 8 . 1 )  

Jyz = J(O )  + 
N (j) yz .� Jyz ' 

1 = 1 

где J(o) J(O) f0> J (o) J(O) J (O) - моменты инерции ракеты без топлива . хх_ ' УУ. ' z� ·  ху •  .xz • yz • 
JU> JU> JU) JU) JU >  JU> (1 .,;;;;; 1· .,;;;;; N) - моменты инерции жидкой массы ХХ ' УУ ' ZZ ' XZ '  Ху yz ' 
находящейся в j-м баке , которые моrут быть найдены по формулам 

и) д •" 'х U> д "'1'У Jxx = Р1· f IP1·x _ .. _, _ da ; JYY = Р · f IP· _ .. __ da ; 
S; +  а; д n 1 Sj + aj 1У д п 

и.) - iJ.Pjz J Р f '" --da ,· xz - j тjх Sj+ aj д n 

(3 . 18 .2) 
В соответствии с равенством (3 .7 . 1 )  векторная функция 'Pj может 

быть представлена в виде 

IP· = IP ·(O) + '1'� 1 > , 1 1 1 (3 .1 8 .3) 

rде rp/0) - векторная функция , определяемая дифференциальным урав­
нением (3 .7 .4) с краевым условием (3 .7 .5) ; 

lfl .< • > = r . Х r 1 1 (3 .1 8 .4) 

векторная функция , удовлетворяющая согласно (3. 7 .3) дифференци­
альному уравнению 

\f2 IP � t )  = О 1 

с краевым условием 
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Польз}'ясь соотношениями (3 .7 .1 2) и (3 . 1 8 .3) , можно преобразовать 
формулы (3 .1 8 .2) таким образом : 

о ( 1 ) 
JV) = Р · J lf!.( 1 ) � d a ; хх 1 S · +  а ·  IX оп  1 1 

о (ср ·(о) + ср ·( 1 ) > ocp .(l > 
J V) = p .  J [lf!.( l )  JZ JZ + !p�O) _Jz_ ) d a + zz 1 S ·+ а · JZ о п  JZ оп 1 1 

(3 . 1 8 .7) 

(3. 1 8.8) 

Согласно (3 .7 .4) и (3 . 1 8 .5) функции 1/ii�o> , lf'Ao> , IPA1 > , lf'Al ) удовлет­
воряют уравнению Лапласа , и в соответствии с формулой Грина должны 
иметь место равенства 

о ( 1 ) о (О) f lf' ·(O ) _!jz__ d a  = f 1fi.< 1 > 'Pjy d a ; 
Sj + aj /У оп Sj + а! IY о п  

оср ·( 1 ) о ср.<о> 
J lf!·(o) _J_z_ da = f IP-�1 > ____lL_ d a ; 

Sj + Uj IY оп Sj + aj 1 оп 
о ( 1 )  о (О ) 

f lf' ·(o) 'Pjz d a  = J IP·( l ) 'Pjz da . 
Sj+ Uj ]Z оп Sj+ ai ]Z оп 

(3 .1 8 .9) 
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Таким образом , формулам (3 .1 8 .8) можно придать вид 
(О) ( 1 ) (О ) 

J (j) = р . f .р.< 1 ) 
a (2<Pjy + <Pjy ) da  + р . f <P�o) a <Pjy da ; 

УУ 1 Si + ai 
IY ап 1 Sj + ai IY ап 

{j) = Р · f <Р·( 1 ) J
yz 1 S · + а ·  IY 

( О) ( 1 ) а.р ·(О ) a (<Pjz + <Pjz )da + р . f .р.( 1 ) ___!}!_ d a  + 
а п 1 S · + а · IZ а п 

1 1 

а.р ·(О) 
+ Р · f .р.(о )  __ Jz_ da ; 

1 S · + а ·  IY ап 
1 1 

1 1 

(3 .1 8 . 10) 

(О ) ( 1 )  а (О ) 
J (j) = Р · f ," , ( 1 ) _

a
_
(2
_<P...:.j_z _+----'.pl_

·
z_) 

d f (О )  <Pjz d ." а + р1
. .p1.z _;,____ а . 

zz 1 Si + ai 1z an Si + ai ап 

Пользуясь соотношениями (3.7 .5) , (3 . 1 8 .4) и (3 .1 8 .6) , можно преоб-
разовать формулы (3 .1 8 .7) и (3 . 1 8 . 10) : 

1 88 

J (j) у·у = р .  f (z . x - х . z ) [ (2 z - z1. ) cos (n, х )  -I S · + a · 1 1 1 1 
а.р · (О )  

- (2х - х1. ) cos (п, z ) ] da + р . f .р.  (о ) ____!.L_ da ; 1 S · + а ·  IY ап 1 1 

lJ} = Pj f { (zi x - xi z ) [x cos (n, y ) - y cos (n, x ) ) + (3 . 1 8 .1 1 ) 
Sj + aj 

+ (xi y - yi x ) [ (z - zi) cos (n, x ) - (х - xi) cos (n, z ) ]j da + 
а (о ) 

+ Р · f .р . <о ) <Pjz da; 1 S · + a · IY дn 1 1 



Преобразуя в формулах (3 . 1 8 .1 1 )  nоверхностные интеrралы в объем­
ные nосредством формул Гаусса - Остроrрадскоrо , nолучим соотношения 

JV) = р . f (у ? + z ? ) dv; J2Y"> = - р1. f xy1. dv; хх 1 V· 1 1 у1. . 1 

JV) = -р . f xz . dv ·  xz 1 V · 1 ' 1 

lJ] = Pj f [ (2х - xj) xj + (2z - zj ) zj J dv + 
vi 

" (О) U '{l • 
+ р .  f 'Р· (О ) JY da· l s · + a · IY дп , '  

1 1 

JV> = - р .  f [yz . + (z - z . )y .  ] dv + yz 1 V· J 1 1 1 
(О) '  3'{1 · 

+ Р · f !р . <о> _J_z - da· 1 S ·+ а ·  IY 3 n  ' 
1 1 

J V) = р .  f [ (2х - х . ) х . + (2у - у . )у .  ] dv + zz 1 V· 1 1 1 1 · 
1 

3 (О ) 
+ Р · f !р.(о) 'Pjz da .  1 Sj+ aj IZ 3 n  

(3 . 1 8 . 12) 

Масса жидкости , находящейся в j-м баке , mj и координаты центра 

масс этой жидкости х g>, yg>, z g> будут оnределяться по формулам 

т . = р .  f dv; xg> 1 1 vi 
р · 

= -1- f zdv. 
mj vj 

(3 . 1 8 . 1 3) 

Центр масс жидкости , находящейся в j -м баке , должен лежать на ero 
оси в соответствии с nредnоложением об осевой симметрии топливных 
баков , т. е .  

Y (j) - у zU> = z с - j '  с j "  (3 . 1 8 . 14) 

Соrласно (3 .1 8 .1 3) и (3 . 1 8 .1 4) формулам (3 .1 8 .1 2) можно при­
дать вид 
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JV) -== т . (у � + z � ) ·  JV) 
хх 1 1 1 • ху 

J(j) = - т xV> z · xz j с j ' 
il.,o ·  (О )  

JY(JY
") = тi [ (2xg> - xi ) xi + z � ]  + р . f !р. <о ) ___jJ!_ da· 

1 1 S · + о · IY iln ' 1 1 
(j) ( а ." .<о > 

Jyz - т . у1. z1. + р1. f !р. о) _Jz_ da; (� . 1 8 .1 5 ) 1 S · + о · IY ап J 1 
3 (О )  

J V) = т . [ (2xU> - х1. ) х1. + у � ]  + р .  f IP�zo) _..!!:__ da . zz 1 С 1 I S · + o · l  ап 1 1 
Интеграл от какой-либо функции f по осесимметричной поверхности 

Si + ai может быть найден по формуле 

2 1f 
f fda = ff frdsdOt. , 

Sj + Oj lj о 
(3 .1 8 .1 6) 

где li - образующая поверхности интегрирования Si + ai . Пользуясь фор­
мулами (3 .7 .1 5)  и (3 .1 8 .1 6) , найдем 
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а (О ) а в . 
f IP·(O ) 'Pjy da = f в .  -1- sin2 Ot.da = 

Sj+ oj IY ап Si+ oi 1 дп 

2 п  ав · 2 п а в · 
= f f в . --1 r sin2 0t.dsdOt. = 1 sin2 0t.d0t. fвi -1- rds = 

li о 1 дп о lj ап 

а в . 
= тr J в . --1 rds ; 

l · 1 дп J 

2 п  а в . 
= - Jf в . -· /_ r sin Ot. COS Ot.dsdOt. = 

lj о 1 дп 

2 п  . авi = - f  sm Ot. cos Ot.dOt. J в . -- rds = О ; 
о l· 1 дп 1 

а." .<о> а в · 
f !р.<о> _]!_ da = f в .  -1- cos2 Ot.da = 

Sj+ oi JZ дп Sj+ oj 1 дn 

(3. 18 . 1 7) 



211'  д д .  2 11'  ддj 
= f J 8 . --1 r cos2 adsdCt = f cos2 adCt f 81 -- rds = 

11 о 1 · а п о li а п 

д д · 
= п f 8 . --1- rds. 

lj 
1 дп 

Подставляя (3 . 18  .1 7) в (3 .18 . 1 5 )  , получим формулы для моментов 
инерции 

дд · 
JU> = т . [(2xg> - х . )х . + z� ]  + пр1. ! 81. -1- rds ; 
уу 1 1 1 1 � дп  

(3 . 1 8 .18) 

дд · 
Jz�) = т1. [ (2xg) - х1) х1 + yj ] + пр .  f � -1- rds 1 lj дп 

и для центробежных моментов инерции 

J(j) = - т . хU> у . · JU> = - т . хU> z . · JU> т у z (3 1 8  1 9) ху 1 С 1 ' xz 1 С J ' yz = - j i i · · · 
Согласно (3 .1 8 .1 )  и (3 .1 8 .1 9) центробежные моменты инерции раке-

ты определяются соотношениями 

J = J(O) 
ху ху 

N 
(j) (О) � т . хс У· ; J = J 

/ =1 1 1 xz xz 

N 
J = J(o) - � т .у . z . .  

yz yz i =1 J J 1 

N 
(j) � т . хс z . ; 

/ =1 1 1 
(3 . 18 .20) 

Так же как и в гл . 1 , будем предполагать , что плоскости у =  О и z = О  
являются плоскостями симметрии ракеты. В этом случае главные оси 
инерции ракеты без топлива совпадают с осями ОХ, ОУ, OZ , иными 
словами 

J (O) = J (O) = J(O) = 0 
ху xz yz • (3 . 18 .2 1 )  

При у i =F О массе жидкости т i с центром масс в точке х = х g> , 
у = у i ,  z = z i в силу симметрии всегда будет соответствовать та же мас­

са жидкости т i с центром масс в точке х = х g>, у = - у i , z = z i . Анало­

гично при z i =F О массе жидкости т i с центром масс в точке х = х g> , 
у = у1 , z = z1 в силу симметрии всегда будет соответствовать та же мас­

са жидкости т1 с центром масс в точке x = xg>, у =у1 , z = - z1 . 
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Таким образом , всегда будут иметь место равенства 

N (j) N (j N 
k m . xc у . = k m . xc> z

1
. = _k m

1
. y

1
. z . = О.  

i =l  1 1 j = l  1 1 = 1 1 (3 . 1 8 .22) 

Согласно (3 .1 8 .20) (3 .1 8 .22) при учете подвижности жидких ком-
понентов топлива равенства 

J = J = J = О 
ху xz yz (3 .1 8 .23) 

сохраняются и оси связанной системы координат ОХ, ОУ, OZ остаются 
главными осями инерции ракеты . Моменты инерции ракеты Jxx , JYY , Jzz сохраняют роль главных моментов инерции Jx ,  JY , Jz : 

J = J . J = J . J = J 
хх х • уу у • zz z . (3 . 1 8 .24) 

Перейдем к рассмотрению моментов инерции 11} , J<i> , Jz�> , определя-
емых формулами (3 .1 8 .1 8) . Пользуясь тождеством УУ 

( 2xg> - xi ) xi = xg>
2 

- (xi - xg> ) 2 , 

можно придать формулам (3 . 1 8 . 1 8) вид 

JV) = m . (y� + z� ) · JV) = m . (x<i>
2 

+ z1� )  + J1. ;  хх 1 1 1 ' уу 1 с 

J (j) = m . (x<i>2 + у� )  + J1. , zz 1 с 1 

- д8 j ( (j) 2 где /. - пр . f 8 . -- rds - т .  х . - хс ) .  1 1 1 ·  1 дп  1 1 J 

(3 . 1 8 .25) 

(3 . 1 8 .26) 

(3 .1 8 .27) 

Разность xi - х g> определяет глубину , на которой расположен центр 
масс жидкости , находящейся в j-м баке; от расположения j-го бака эта раз­
ность не зависит. Функция 8 i , определяемая дифференциальным уравне­
нием (3 .7.1 3) с краевым условием (3 .7 . 1 4) , тоже не зависит от располо­
жения этого бака . Таким образом, величина � ,  входящая в формулы 
(3 .8 .26) , зависит лишь от конфигурации j-го бака ,  от уровня заполне­
ния этого бака жидкостью и от плотности жидкости, �аходящейся в баке ; 
от расположения бака величина Ji не зависит. При х g> = О , у i = О , z i = О, 
т. е . в том случае , когда центр масс жидкой массы , находящейся в 
j-м баке ,  совпадает с началом свя:занной системы координат OXYZ, фор­
мулы (3 .1 8 .26) принимают вид 
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1v> = о ,· Jy<iy") = J · 1 v> = J. 
хх j ' zz 1

. (3 .1 8 .28) 



Согласно (3 . 14 .28) величина Ji определяет момент инерции жидкос­
ти ,  находящейся в j-м баке , относительно поперечной оси , проходящей 
через центр масс этой жИдкости . Момент инерции жидкости относительно 
продольной оси бака согласно (3 .1 8 .28) равен нулю , что соответствует 
исходным предположениям об осевой симметрии топливных баков и об 
идеальности жидких компонентов топлива .  

По своему физическому смыслу величина Ji неотрицательна , и,  вво­
дя в рассмотрение радиус инерции hi , можно положить 

(3 .1 8 .29) 

В соответствии с формулами (3 . 1 8 .27) и (3 .1 8 .29) радиус инерции 
hi может быть найден по формуле 

1 
1 

11' д 8 · 
и -h . = [ - f 8i -1 rds - (xi - хс> )2 ] 2 , (3 . 1 8 .30) 1 vi li дn  

где vi = mi/ Pj - о�ъем жидкости , находящейся в j-м баке . 

Согласно (3 .1 8 .1 ) , (3 .1 8 .24) , (3 .1 8 .26) и (3 . 1 8 .29) моменты инер­
ции Jx , JY , Jz могут бьпь вычислены по формулам 

J = J(o)  + .� ml. (yl� + z� ) ·, х хх 1 =1 1 
N u 2 

J = J (O) + � т . (х > + z� + h� ) ; 
у уу i =l 1 с 1 1 

N u 2 J = J (О )  + � m . (x > + у� + h1� ) . z zz i =l 1 с 1 

(3 . 1 8 .3 1 )  

Заменяя в (3 . 1 8 .3 1 )  моменты инерции незаправленной ракеты 1;�> , 
Ji�) , J��) их развернутыми выражениями , получим для главных момен­

тов инерции ракеты Jx , JY , Jz расчетные формулы 

J = х f (у2 
Vo 

f (х2 Jy = 
Vo 

Jz f (х2 
Vo 

+ z2 ) pdv + 

+ z2 ) pdv + 

N 2 � m . (y . + 
i =l 1 1 

N U)2 � m . (x 
i =l 1 с 

N U)2 + у2 ) pdv + � m . (x 
i =l 1 с 

z� ); 1 

z� + h� ) ; + (3 .1 8 .32) 1 1 

у� + h� ) . + 1 1 
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о 2 4< 
Рис. 3 .8.  

В качестве примера приведем формулу 
для подсчета радиуса инерции жидкой массы 
в цилиндрическом баке [2] 

hi 
н2 3R 2 

[ - - -1 2  4 
+ 

1 6R 3 .. 
-- � 
н k = l  

vk H 
th ---

2R 
3 2 

vk (vk -

-

1 )  
] 2 .  

(3 .1 8 .33) 

В пределе, когда оnюшение H/R стремится 
к нулю, равенство (3 . 1 8 33) вырождается в 
предельное 

R 
h .  = -1 2 

(3 . 18 .34) 

При R/ Н -+  О из (3 .1 8 .33) вытекает предельное соотношение 

н 
h . = -- . 1 2 ..;т 

(3. 1 8 .35) 

В рассматриваемом примере радиус 
кой массы определяется формулой 

инерции "замороженной" жид-

h .  = J н2 
+ � 1 1 2 4 

(3 . 1 8 .36) 

Согласно (3 .1 8 34) - (3 .1 8 .36) при расчете радиуса инерции жидкой 
массы , находящейся в цилиндрическом топливном баке , эффект ,  который 
дает учет подвижности , исчезает при Н/ R -+ О и при Н/ R -+ 00• На рис. 3 .8 
сплошной линией показама зависимость отношения hi/R от H/R , найден­
ная по формуле (3.1 833) , т. е .  с учетом подвижности жидкости , а пупк­
тирной линией - без учеtа подвижности жидкости по формуле (3 . 18 .36) . 

§ 3.1 9 .  УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ РАКЕТЫ, УЧИТЫВАЮЩИЕ 
ПОДВИЖНОСТЬ ЖИДКОСI'ЕЙ В ТОПЛИВНЫХ БАКАХ 

Уравнения сил и моментов (3 . 14 . 10) и (3 . 17  .8) содержат систему 
функций lj (y, z, t ), j = 1 ,  2, .. . , N, характеризующую колебания свобод­
ных поверхностей жидкостей в тоипивных баках. В то же время краевая за­
дача, образуемая дифференциальным уравнением (3.5 .3) с краевыми усло­
ВНIIМИ (3 .9 .9) и определяющая функцию .1j(у. z .  t) в соответствии с форму­
лой (3.6 . 1 0) , содержит ускорения wox · woy · woz · dwxfdt. dwy fdt. dwz fdt, 
характеризую1ЦИе движение, совершаемое корпусом ракеты . Таким об­
разом , задача о движении корпуса и задачи о колебаниях жидкостей в топ­
ливных баках могут быть решены только в результате совместного их 
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рассмотрения . Чтобы получить полную систему уравнений, описьшающую 
движение корпуса ракеты и движения , совершаемые жидкостями,  нахо­
дящимиен в топливных баках , следует исключить из уравнений сил и мо­
ментов (3 .1 4.1 0) и (3 .1 7 .8) функции fi (y, z ,  t) посредством соотноше­
ния (3 .6 .1 0) и присоединить к полученным зависимостям уравнения 
(3 .5 .3) с краевыми условиями (3 .69) : 

N д з ф .  
m (w0 - g) + � pi f r ( 1

2 )x =X · da = F ; 
i = l ai ax a t  1 

dw d wy d w  
<1хх --;;/-- + 1ху d;- + 1xz --;;;- ) ех + 

d w  dwy 
+ (J __ х

_ + J xz dt yz dt 

Х (w0 - g) М · ' 

d wz 
+ J -- ) е + zz dt z 

\/2 1/Ji = О ,  j = 1 , 2 , . . .  , N; 

д lji ·  --1 = О на Si , j = 1 , 2 , . . .  , N; a n  

(3 .1 9 . 1 )  

d '"" 
dt 

. 'Pi = С/ t) на ai , j = 1 , 2 ,  . . .  , N. 

Пользуясь формулой (3 .6 .1 0) , можно отыскать по функциям 
1/Jj (x, у, z, t ), j = 1 ,  2 ,  . . .  , N систему функций fi (у, z, t ), j = 1 ,  2 , . . .  , N, 
определяющую колебания свободных поверхностей жидкостей в топлив­
ных баках . Зная векторные функции времени v0 (t ) и c..>(t )  и функции 
1/Jj (x, у, z, t ), j  = 1 ,  2 ,  . . . , N, можно построить по формуле (3 .5 . 1 6) систе­
му векторных функций vi (х, у, z, t ), j = 1 ,  2 ,  . . .  , N, определяющую поля 
скоростей жидкостей, находяшихся в топливных баках. Таким образом , 
уравнения (3 . 1 9 . 1 )  полностью описывают движения , совершаемые корпу­
сом ракеты и жидкостями , находящимиен в ее топливных баках. 
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Для построения уравнений движения {3 . 19 . 1 ) необходимо отыскать 
предварительно потенциалы Жуковского cpjx , cpjy , l{ljz , j = 1 ,  2 ,  . . .  , N, 
явно входящие в уравнения (3 .1 9 . 1 ) и фигурирующие в формулах Жу­
ковского (3 .1 6 .3) . 

§ 3 .20. УРАВНЕНИЯ ПРОДОЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ, ДВИЖЕНИЯ 
В ПЛОСКОСfЯХ ТАНГ АЖА, РЫСКАНИЯ И КРЕНА 

Проектируя в первых двух уравнениях (3 . 1 9 . 1 )  векторы на координат­
ные оси ОХ, О У,  OZ и пользуясь при этом формулами перехода (3 .7 .6) 
и соотношениями (3 .1 8 .23) и (3 .1 8 .24) , получим три уравнения сил 

N o 3 >/l · 
m (wox - gx ) + .� pi f x/ --12- ) t =o da = Fx ; 

1 = 1 ai o � ot 
N о 3 ф · 

m (w0Y - g ) + � р .  J (y .  + r cos a) ( --12- ) � = 0 da = FY, ; (3.20 . 1 )  У i =1 1 ai 1 o t o t  � 

N о 3 ф · 
m (w0 - g ) + � pi f (z .  + r sin a) ( --1-2 ) t _0 da = Fz z z i =1 ai 1 o t o t  -

и три уравнения моментов 
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dwx N о 3 ф · 
J -- + � р . f ер. ( 1 ) _ da + х dt i =1 1 ai JX o t o t2 � -о 

N o >/J · 
- g ) � р . f (у . + r cos a) ( -1- ) � - da -z i =1 1 ai 1 о t < -о 

N о >/1 · 
- g )  � р . f (z . + r sin a) ( -1- )� - da = Мх ; У i =1 1 aj 1 о t < -о 

dwy N о 3 ф · 
JY -- + .� pi f cpjy ( � ) t =o da + (wox -dt 1 = 1 ai o t o t  

N о >/1 · 
_ g )  � р . f (z .  + r sin a) ( -1- )t =o da - (w0z х i = 1 1 ai 1 o t  

N о >/1 · 
- gz ) .� Pj J xj ( -1- ) t =o da = МУ ; 

1 = 1 ai o t  
dwz N о 3 ф · 

J -- + � р . f cp. ( /2 ) t =o da + (woy -z dt i =1 l ai Jz o t o t  

(3 .20.2) 



N дф ·  N 
- gy ) . � pl. f xl. ( _1 ) � =о d о - ( w ох - g ) � Р f (у .  + 

J = l aj д t х i =1 У aj 1 
дф . + r cos a) ( -1- )� _0 do = Mz . 
д � -

В § 3 .8 бьmи получены равенства (3 .8 .4) и (3 .8 .7) для потенциалов 
Жуковского 'Pjx , 'Pjy , 'Pjz и формула (3 .8 .1 8) для потенциала персмещений 
1/lj . Пользуясь этими формулами , иреобразуем поверхностные интегралы , 
входящие в уравнения (3 .20 .1 ) и (3 .20 .2) . 

Преобразовав формулу (3.8 .1 8) 

(3 .20.3) 

с учетом (3 .1 0 .2 1 )  найдем 

д 3 Фj � д 3 (Ф jу - Фjх sin aj ) fx . ( 2 ) �=о do = xi f [ ] � =О cos a + 
aj 1 д � д t aj д t д t2 

3 д (Фjz + Фjх co s aj ) . } _ 
+ [ 2 ] t =o sш a dо -д � д t 

{ 2 п R · д 3 (Ф · - Ф · sin a · )  
= х .  f cos a da f 1 [ IY JX 1 ] rdr + 1 О О д � д t2 � =О 

2 п R ·  д 3 (ф · + Ф · co s a · ) } + f sin ada J 1 [ JZ JX 1 ] _ rdr = О ; 
о о д t д t 2 � -0 

д з 1/1 .  
f (Yj + r cos а) ( --2-

1 \ =о do = 
Uj д р t 

{ д 3 (ф · - 1/1 ·  sin a · )  
= f ( yj + r cos a )  [ IY ;х 1 ] � =0 cos a + aj · д t д t 

д 3 (1/l jz + Ф jx co s aj ) . } _ 
+ [ 2 ] � =о sm а do -

д t д t 

= у . f cos ada J
1 [ IY JX 1 ] _ rdr + 

{ 2 '11' R · д 3 (ф · - 1jJ • sin а · )  
1 0 0 д � д t2 t -o 

+ ? sin ada Ji [ д з (Фjz + Фjх co s aj ) 
] � =о rdr} + о о д � д t2 

(3 .20.4) 
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2 71 R · a \Фjz + 1/l jx CO S CY.j )  2 + f sin a cos ada J1 [ 2 ] > -о r dr + о о a � a t  < -

2 1Т  2 Rj д J (Фjу - 1/Jjx sin CY.j ) 2 + f cos a da f [ ] " _ r dr = о о a � a t2 < -0 

Rj а\Ф jу - Фfх sin cxj ) 2 = 1Т f [ ] r dr = 
о а � м2 � =о 

R . д з i/J ·  R · д з i/J · 
= 1Т J 1 ( 1; ) � =о r

2 dr - 1Т sin а1. J
1 ( 1: ) ,. =о rtir ; (3 .20.5) 

о a � a r  < о a � o r  • 
а з 1/1 j f (z .  + r sin о:)( )� =о da = 

о ·  1 
а 

p r2 1 { a 3 (1/J · , - Ф ·x sin cx · ) 
= f (z . + r sin o:) [ IY 1 1 ] _ cos o: + 

о ·  1 a � a r2 � -О 
1 

3 R · а Фjх + 1Т CO S DJ J 1 ( 2 ) " =O r2 dr. 
о a � a t < 

(3 .20 .6) 

Согласно (3 .20.4) первому из уравнений (3 .20 . 1 )  можно придать вид 



' 
(3 .20.7) 

Уравнение продольного движения (3 .20.7) ничем не оrnичается от 
уравнения , положенного в основу исследования продольного движения 
ракеты в rл . 1 . Таким образом , колебания жидкостей в топливных баках 
на продольное движение ракеты не влияют. 

Соrласно (3.20.5 )  и (3 .20 .6) второе и третье из уравнений (3 .20.1 ) 
моrут быть приведены к виду 

3 N Rj а Фjу 2 m (w0Y - gy ) + п . . � pi f ( --2- ) � =о r dr -
1 =1 о a t a t 

N R · а 3 ф · 
- 11' � p . sin cx. J 1 ( -Е. ) _ r2 dr = F i = t  1 7 о a � a t2 � -о У 

N R · а 3 ф · 
m (woz - g ) + 11' :r р .  fl ( __ Jz

_ ) r2 dr + z i= t  1 о a t a t2 t =o 

(3 .20 .8) 

Перейдем к прообразованию уравнений моментов (3 .20 .2) . Пользу­
ясь формулами (3.8 .4) , (3.8 .7) , (3 .1 0.2 1 )  и (3 .20.З) , найдем 
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R .  з ( = - 1f f l [ д 1/Jjz + I/Jjx CO S OI.j ) ] ( K ) 2 d 
2 � _0 xi - i 

r r = 
о д � д t  . -

(3 .20 .9) 

(3 .20 .1 0) 


















































































































































































































































































































































































































































































































































	Предисловие редактора
	ГЛАВА 1. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ РАКЕТЫ
	§ 1.1. Основные теоремы динамики системы переменного состава
	§ 1.2! Переносное движение системы переменного состава
	§1.3. Системы переменного состава с твердой оболочкой. Принцип затвердевания
	§ 1.4. Принцип затвердевания для ракеты
	§ 1.5. Уравнения движения центра масс ракеты
	§ 1.6. Уравнения вращательного движения ракеты
	§ 1.7. Системы координат
	§ 1.8. Кинематические соотношения
	§ 1.9. Силы, действующие на ракету в полете
	§ 1.10. Динамические уравнения движения ракеты в развернутом виде
	§ 1.11. Невозмущенное и возмущенное движения
	§ 1.12. Линеаризация уравнений возмущенного движения
	§ 1.13. Расщепление линеаризованных уравнений возмущенного движения
	§ 1.14. Законы управления
	§ 1.15. Общий вид уравнений возмущенного движения

	ГЛАВА 2. УСТОЙЧИВОСТЬ И УПРАВЛЯЕМОСТЬ РАКЕТЫ
	§ 2.1. Понятия об устойчивости и управляемости
	§ 2.2. Метод "замороженных" коэффициентов
	§ 2.3. Критерии устойчивости движения по методу "замороженных" коэффициентов
	§ 2.4. Ракета как линейный объект автоматического управления
	§ 2.5. Требования к частотным характеристикам автомата стабилизации из условия устойчивости системы автоматического управления ракеты
	§ 2.6. Области устойчивости./)-разбиение
	§ 2.7. Уточнение метода "замороженных" коэффициентов. Учет переменности оэффициентов уравнений
	§ 2.8. Эффективность и предельно допустимые отклонения органов управления

	ГЛАВА 3. СТАБИЛИЗАЦИЯ ДВИЖЕНИЯ РАКЕТЫ С УЧЕТОМ ПОДВИЖНОСТИ ЖИДКОГО ТОПЛИВА В БАКАХ
	§ 3.1. Основные положения о физических свойствах жидкого топлива. Потенциал скоростей
	§ 3.2. Краевые условия для потенциала скоростей
	§ 3.3. Малые колебания жидкого топлива в баках
	§ 3.4. Потенциалы Жуковского
	§ 3.5. Малые колебания жидкости в неподвижном баке. Потенциал перемещений
	§ 3.6. Колебания свободных поверхностей жидкостей в подвижных топливных баках
	§ 3.7. Вычисление потенциалов Жуковского
	§ 3.8. Колебания свободной поверхности жидкости в осесимметричном топливном баке
	§ 3.9. Собственные колебания свободных поверхностей жидкостей в топливных баках
	§ 3.10. Формы и частоты собственных колебаний свободной поверхности
	§ 3.11. Собственные колебания свободной поверхности жидкости в илиндрическом топливном баке
	§ 3.12. Вынужденные колебания свободных поверхностей жидкого топлива в баках
	§ 3.13. Учет рассеяния энергии в уравнении колебаний свободной поверхности жидкости
	§ 3.14. Колебания центра масс ракеты. Уравнение сил
	§ 3.15. Момент количества движения ракеты
	§ 3.16. Учет подвижности жидких компонентов топлива при расчете моментов инерции ракеты
	§ 3.17. Уравнение моментов. Теорема Жуковского
	§ 3.18. Вычисление моментов инерции ракеты
	§ 3.19. Уравнения движения ракеты, учитывающие подвижность жидкостей в топливных баках
	§ 3.20. Уравнения продольного движения, движения в плоскостях тангажа, рыскания и крена
	§ 3.21. Преобразование уравнений движения в системы обыкновенных дифференциальных уравнений
	§ 3.22. Уравнения возмущенного движения, учитывающие подвижность жидких компонентов топлива
	§ 3.23. Расчет коэффициентов дифференциальных уравнений возмущенного движения
	§ 3.24. Частотные характеристики ракеты как объекта автоматического регулирования
	§ 3.25. Фазовая стабилизация колебаний корпуса ракеты и свободных поверхностей жидкостей в топливных баках
	§ 3.26. Автоколебания ракеты в плоскости тангажа

	ГЛАВА 4. СТАБИЛИЗАЦИЯ ДВИЖЕНИЯ РАКЕТЫ С УЧЕТОМ УПРУГОСТИ ЕЕ КОРПУСА
	§ 4.1. Простейшая постановка задачи об изгибных колебаниях корпуса ракеты
	§ 4.2. Дифференциальное уравнение изгибных колебаний
	§ 4.3. Уравнение сил и уравнение моментов
	§ 4.4. Дифференциальные уравнения движения ракеты в плоскости тангажа, учитывающие упругость корпуса ракеты
	§ 4.5. Собственные изгибные колебания корпуса ракеты в плоскости тангажа
	§ 4.6. Расчет форм и частот собственных изгибных колебаний методом последовательных приближений
	§ 4.7. Преобразование уравнений движения ракеты в плоскости тангажа в бесконечную систему обыкновенных дифференциальных уравнений
	§ 4.8. Дифференциальные уравнения возмущенного движения в плоскости тангажа, учитывающие упругость корпуса ракеты
	§ 4.9. Расчет частотных характеристик ракеты как объекта автоматического регулирования методом суммирования рядов
	§ 4.10. Определение частотных характеристик ракеты как регулируемого объекта из обыкновенного дифференциального уравнения
	§ 4.11. Стабилизация движения ракеты с учетом упругости ее конструкции

	ГЛАВА 5. СТАБИЛИЗАЦИЯ ПРОДОЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЙ РАКЕТЫ С ЖИДКОСТНЫМ РАКЕТНЫМ ДВИГАТЕЛЕМ
	§ 5.1. Постановка задачи о продольных колебаниях
	§ 5.2. Продольные колебания баков, заполненных жидким топливом
	§ 5.3. Продольные колебания упругого корпуса ракеты
	§ 5.4. Колебания жидкого топлива в расходных магистралях
	§ 5.5. Способы обеспечения продольной устойчивости ракеты

	ГЛАВА 6. СТАБИЛИЗАЦИЯ ВРАЩАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ РАКЕТ И КОСМИЧЕСКИХ АППАРАТОВ НА ПАССИВНЫХ УЧАСТКАХ ПОЛЕТА
	§ 6.1. Особенности динамики ракет и космических аппаратов на пассивных участках полета
	§ 6.2. Системы координат, применяемые в динамике КА
	§ 6.3. Уравнения возмущенного движения КА на пассивных участках полета
	§ 6.4. Силы и моменты, действующие на КА в условиях космического полета
	§ 6.5. Пассивная стабилизация вращательного движения КА
	§ 6.6. Стабилизация вращательного движения КА, снабженного системой управления

	ПРИЛОЖЕНИЯ
	Приложение 1. Экспериментальные методы исследования динамических характеристик ракет. Лабораторные работы по курсу "Динамика ракет
	§ П. 1.1. Моделирование динамических процессов в конструкциях и топливных баках ракет. Критерии подобия
	§ П. 1.2. Виброзадающая и регистрирующая аппаратура
	§ П. 1.3. Лабораторная работа "Определение частот, форм и декремента упругих свободных колебаний ракет на конструктивно подобных моделях
	§ П. 1.4. Лабораторная работа "Определение декремента колебаний жидкости в баках с демпфирующими устройствами
	§ П. 1.5. Лабораторная работа "Определение динамических характеристик топливных баков на конструктивно подобных моделях при продольных колебаниях
	§ П. 1.6. Лабораторная работа "Исследование динамических процессов в топливных баках КА при запуске двигателя в условиях невесомости

	Приложение 2. Курсовая работа "Исследование устойчивости движения ракеты
	§ П. 2.1. Алгоритмы исследования устойчивости и управляемости движения
	§ П.2.2. Методические указания по работе с программой DIN


	Список литературы
	Предметный указатель

